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Metody dowodzenia
twierdzen

Zadanie 1.1. Udowodni¢ wprost, ze jezeli a i b sa nieparzystymi liczbami
catkowitymi, to a + b jest parzysta liczba catkowita.

Zadanie 1.2. Udowodnié¢ nie wprost, ze dla dowolnej liczby naturalnej n,
jezeli n? jest liczba nieparzysta, to n tez jest liczba nieparzysta.

Zadanie 1.3. Niech n bedzie taka liczba naturalng, ze n > 1 i n nie jest
liczbg pierwsza. Udowodnié przez sprowadzenie do sprzecznosci, ze n posiada
co najmniej jeden dzielnik pierwszy p taki, ze p < y/n.

Zadanie 1.4. Korzystajac z zadania 1.3 udowodnié¢ wprost, ze liczba 101
jest pierwsza.

Zadanie 1.5. Udowodnié¢ przez zaprzeczenie nastepujace stwierdzenie:
Niech mq, mo, ..., m, beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Je-
zeli

mi+mo—+...+my —n—+1
kul wltozymy do n szufladek, to pierwsza szufladka bedzie zawie-
ra¢ co najmniej m; kul lub druga szufladka zawiera¢ bedzie co

najmniej meo kul, lub ..., lub n—ta szufladka zawiera¢ bedzie co
najmniej m,, kul.

Zadanie 1.6. Udowodnié, ze dla kazdego naturalnego n

(a) 12422 432 4. 42 = nodlCntl)
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M) B+3+53+...+2n—1)3 =n2(2n% - 1),

(€) 1-2-342-3-4+4...4n-(n+1)- (n+2) = 2nt@iD0E)
Zadanie 1.7. Udowodni¢ przez indukcje, ze dla kazdego n € Ny
1+2+422 428 4. . pon=ontl _q,
Zadanie 1.8. Udowodnij przez indukcje, ze dla kazdego n € N
1-1'4+2-2143-3'+---+n-nl=n+1! -1

Zadanie 1.9. Niech A bedzie dowolnym zbiorem skonczonym. Udowodnié
przez indukcje wzgledem n, ze dla dowolnego n € N,

1A x [n]| = n]Al.

Zadanie 1.10. Udowodnij na dwa sposoby, przez indukcje i wprost, ze dla
dowolnego naturalnego n liczba n(n + 1) jest parzysta.

Zadanie 1.11. Udowodnié, ze dla kazdego catkowitego n > 0 wyrazenie
1172 4 19201
jest podzielne przez 133.
Zadanie 1.12. Udowodnij, ze dla kazdego naturalnego n > 17
2" > nt,
Zadanie 1.13. Udowodnié¢, ze dla kazdego naturalnego n > 9
n! > 4",

Zadanie 1.14. Udowodnié¢, ze dla dowolnego rzeczywistego x > —1 i dla
kazdego naturalnego n
1+2)">214nz.

Zadanie 1.15. Udowodnié¢, ze suma n pierwszych wyrazéw ciggu geome-
trycznego o pierwszym wyrazie a i o ilorazie ¢ (¢ # 1) rowna jest

a(l—q")
1—q °



Zadanie 1.16. Udowodni¢, ze jezeli ag = 6,a1 = 11 oraz dla n > 2
ap = 3ap—1 — 2ap_2,

to dla kazdego n > 0
a,=5-2"+1.

Zadanie 1.17. Grupa 41 studentoéw zaliczyla sesje sktadajaca sie z trzech
egzaminéw, w ktorych mozliwymi ocenami byty bdb, db i dst. Wykazaé, ze
co najmniej piecioro studentéw zaliczyto sesje z jednakowym ,zbiorem” ocen.

Zadanie 1.18. Grupa oséb wita sie miedzy soba (niekoniecznie kazdy z kaz-
dym) przez podanie reki. Nikt nie wita si¢ z samym soba i zadna para os6b
nie wita sie wiecej niz jeden raz. Pokazaé¢, ze po zakoriczonym powitaniu
beda co najmniej dwie osoby, ktére podawaly reke te samg ilos¢ razy.

Zadanie 1.19. Dany jest zbior ztozony z dziesieciu liczb naturalnych, dwu-
cyfrowych w rozwinieciu dziesietnym. Pokazaé, ze w tym zbiorze istnieja
takie dwa niepuste podzbiory, ze sumy liczb obu podzbioréw sa réwne.

Zadanie 1.20. Pokazaé, ze dla dowolnego zbioru ztozonego z dwunastu roz-
nych liczb naturalnych mniejszych od 120 istnieja cztery podzbiory, ktorych
elementy sumuja sie do tej samej liczby.

Zadanie 1.21. W kazde pole szachownicy n x n wpisujemy jedna z liczb:
—1,0, 1. Nastepnie dodajemy do siebie liczby stojace w tym samym wierszu,
w tej samej kolumnie i na tej samej przekatnej. Pokazaé, ze wsrod otrzyma-
nych sum co najmniej dwie sg roéwne.

Zadanie 1.22. Pokazaé, ze dla dowolnych n + 1 réznych dodatnich liczb
catkowitych mniejszych badz rownych 2n istnieja dwie, ktére sumuja sie do
2n + 1.

Zadanie 1.23. Pokazaé, ze dla dowolnych n + 1 r6znych dodatnich liczb
catkowitych mniejszych badz réwnych 2n istniejg dwie, ktore sa wzglednie
pierwsze.

Zadanie 1.24. Pokazaé, ze dla dowolnych n dodatnich liczb catkowitych
istnieje podzbidr, ktérego suma liczb jest podzielna przez n.

Zadanie 1.25. Niech A bedzie dwudziestoelementowym podzbiorem zbioru
{1,4,7,10,13,..., 100}. Udowodnij, ze A zawiera dwie rozne liczby, ktorych
suma jest rowna 104.

Zadanie 1.26. Niech dla ustalonego n naturalnego A bedzie podzbiorem

mocy n + 1 zbioru [2n]. Udowodnié¢, ze A zawiera dwie rézne liczby a i b,
takie ze a jest dzielnikiem b.






Podstawowe zasady
| prawa przeliczania

Zadanie 2.1. Wskazaé bijekcje pomiedzy nastepujacymi rodzinami obiek-
téw kombinatorycznych:

(a) rozmieszczenia k identycznych kul w n oznaczonych szufladkach, nie
pozostawiajace zadnej szufladki pustej,

(b) rozbicia liczby k na n uporzadkowanych, catkowitoliczbowych i dodat-
nich sktadnikéw,

(c) ciagi binarne ztozone z n — 1 jedynek i k — n zer.

Zadanie 2.2. Na ile sposobéw mozna rozmiescié¢ osiem wiez na szachownicy
(o wymiarze 8 x 8) tak, aby zadna nie mogta bi¢ innej?

Zadanie 2.3. Ile przekatnych ma n-kat wypukly?

Zadanie 2.4. Na ile sposobéw mozna wybraé mezczyzne i kobiete, ktorzy
nie sa mezem i zona, z grupy oséb ztozonej z n par maltzeriskich?

Zadanie 2.5. Sg cztery rézne drogi z miasta A do miasta B, trzy rézne
drogi z miasta B do miasta C i dwie r6zne drogi z A do C.

(a) Na ile sposobow mozna dojecha¢ z A do C?
(b) Na ile sposobéw mozna dojecha¢ z A do B i z powrotem?

(c¢) Na ile sposobow mozna dojecha¢ z A do B i z powrotem nie jadac
zadng droga dwa razy?
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Zadanie 2.6. Ile mozna utworzy¢ nieuporzadkowanych par liczb catkowi-
tych od 0 do n (wlacznie), w ktorych roznica rowna sie k7

Zadanie 2.7. Ile jest podpseudozbioréw mocy 11 pseudozbioru, ktory za-
wiera cztery elementy a, trzy elementy b i jedenascie elementéw c?

Zadanie 2.8. Anna i Bartosz grajg w kosci rzucajac jednoczesnie czterema
kostkami. Jezeli wsrod tych czterech kostek wypadnie chociaz jedna szostka,
to wygrywa Anna, w przeciwnym razie wygrywa Bartosz. Kto z nich ma
wicksze szanse na wygrang?

Zadanie 2.9. Na ile sposobéw mazna wybraé z klasy liczacej trzydziestu
uczniéw druzyne pitkarska ztozona z jedenastu graczy i druzyne koszykarska
ztozong z pieciu graczy jezeli:

(a) zaden uczeni nie moze gra¢ w obu druzynach,
(b) co najwyzej jeden uczen moze gra¢ w obu druzynach,
(¢) dowolna liczba uczniéw moze gra¢ w obu druzynach?

Zadanie 2.10. Na ile sposobéw mozemy rozmieséci¢ k rozréznialnych kul
w n oznaczonych szufladkach, przy zatozeniu, ze kazda szufladka zawiera co
najwyzej jedng kule?

Zadanie 2.11. Ile jest liczb naturalnych palindromicznych (tj. identycznych
przy czytaniu w obu kierunkach, np. 12321) majacych:

(a) pie¢ cyfr,
(b) 2k + 1 cyfr (k € N),
(c) 2k cyfr (k e N)?

Zadanie 2.12. Ile palindroméw n-literowych mozna utworzy¢ majac do
dyspozycji alfabet majacy m liter?

Zadanie 2.13. Ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 3
takich, ze

(a) srodkowa cyfra jest rowna d, dla d =0,1,...,9,
(b) zawieraja cyfre d, dla d=0,1,...,9,

(c) nie zawieraja cyfry d, dla d =0,1,...,97
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Zadanie 2.14. Ile jest pieciocyfrowych liczb, w ktorych cyfra 3 wystepuje
doktadnie jeden raz?

Zadanie 2.15. Ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych, ktérych suma cyfr
jest nie wieksza niz 437

Zadanie 2.16. Ile jest szesciocyfrowych liczb naturalnych, ktérych suma
cyfr jest nie wieksza niz 517

Zadanie 2.17. Ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych, ktorych suma
cyfr nalezy do zbioru {3,4,...,60}?

Zadanie 2.18. Na ile sposobéw mozemy wybraé z talii 52 kart dwie kolejne
karty, w ten sposob, ze pierwsza karta bedzie treflem (&) a druga karta nie
bedzie damag?

Zadanie 2.19. Ile jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5, dla ktorych
pierwsza cyfra jest wieksza od ostatniej?

Zadanie 2.20. Ile jest liczb naturalnych mniejszych badz réwnych 107,
w ktoérych nie wystepuja obok siebie dwie jednakowe cyfry?

Zadanie 2.21. Na ile sposob6w mozemy utworzy¢ niepusty podzbiér majac
do dyspozycji pie¢ identycznych jabtek i osiem identycznych brzoskwin?

Zadanie 2.22. Sposrod stu studentéw pieédziesieciu uczy sie francuskiego,
czterdziestu taciny, a dwudziestu obu tych jezykoéw. Ilu z nich nie uczy sie
ani francuskiego ani taciny?

Zadanie 2.23. W trzydziestoosobowej klasie dwudziestu uczniéw uczy sie
taciny, czternastu greki a dziesieciu hebrajskiego. Jesli zadne dziecko nie
uczy sie wszystkich trzech jezykow, a o$mioro nie uczy sie zadnego, to ilu
uczy sie greki i hebrajskiego?

Zadanie 2.24. Ile jest liczb naturalnych nie wiekszych niz 1000, ktére

(a) nie sa podzielne ani przez 3, ani przez 7, ani przez 11,
(b) nie sa podzielne ani przez 4, ani przez 6, ani przez 97
Zadanie 2.25. Ile jest liczb naturalnych nie wiekszych niz 1000, ktére
(a) nie sa podzielne przez kwadrat zadnej liczby naturalnej wiekszej niz 1,
(b) nie sa podzielne przez szescian zadnej liczby naturalnej wiekszej niz 17

Zadanie 2.26. Ile jest ciagéw dlugosci 2n zawierajacych kazda z liczb ze
zbioru [n] dwa razy, i takich ze zadne dwie réwne liczby nie zajmuja sasied-
nich pozycji.






Schematy wyboru
| tozsamosci
kombinatoryczne

Zadanie 3.1. W ilu permutacjach liczb od 0 do 9, liczby 2, 6 1 9 (nieko-
niecznie w tej kolejnosci) stoja na trzech sasiednich miejscach?

Zadanie 3.2. Mamy 10 par butéw. Na ile sposobéw mozemy z tych 20
butow wybraé 4 tak, by otrzymaé co najmniej jedng pare?

Zadanie 3.3. Udowodnié, korzystajac z indukcji matematycznej wzgle-
dem k, ze liczba k-elementowych wariacji z powtorzeniami ze zbioru n-
clementowego jest rowna n* (porownaj wzor (?7)).

Zadanie 3.4. Ile jest ,monotonicznych” liczb naturalnych n-cyfrowych, je-
zeli ,monotoniczna’ oznacza, ze

(a) kazda cyfra jest wieksza od poprzedniej,
(b) kazda cyfra jest nie mniejsza od poprzedniej,

(c) kazda cyfra jest nie mniejsza od poprzedniej i co najmniej jedna cyfra
jest wieksza od poprzedniej?

Zadanie 3.5. Rzucamy dwunastoma kostkami do gry. Pokazaé, ze polowa
z mozliwych wynikéw daje parzysta sume liczby oczek.

Zadanie 3.6. Na ile sposobéw 10 mezczyzn moze poprosi¢ do tanca 10
kobiet?
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Zadanie 3.7. Na ile sposobéw mozna potaczyé w pary 20 os6b?

Zadanie 3.8. Na ile sposobéw mozna utozyé w ciag n identycznych kul
biatych i m identycznych kul czarnych?

Zadanie 3.9. Uczestnik zakladow totalizatora sportowego przewiduje wy-
niki 12 réznych spotkari pitkarskich majac do dyspozycji trzy mozliwosci:
zwyciestwo gospodarzy, ich porazke lub remis. Ile kuponéw trzeba wypekié¢
by mie¢ pewnosé 12 trafienn?

Zadanie 3.10. Na ile sposob6éw mozna rozmiesci¢ cztery identyczne poma-
rancze i sze$é¢ roznych jablek w pieciu ponumerowanych skrzynkach?

Zadanie 3.11. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 25 identycznych listéw
w dziesieciu réznych przegrodkach tak, aby w kazdej przegrodce byt co naj-
mniej jeden list?

Zadanie 3.12. Przed wejsciem do kina stoi n osob, jedna za druga. Osoby
te beda wpuszczane na seans do kina w k grupach (kazda grupa sklada sie
z co najmniej jednej osoby). Na ile sposobéw mozna utworzy¢ tych k grup?

Zadanie 3.13. Ile rozwiazan ma réwnanie
T1+ a2+ ...+ x9=90
gdzie kazde x; jest liczbg catkowita wieksza od 37

Zadanie 3.14. Ile sposrod wszystkich prostokatéw, ktére mozna utworzyé
na kracie n X n, jest kwadratami?

Zadanie 3.15. Rozpisa¢ wyrazenie (a + b + c)*.

Zadanie 3.16. Z n réznych kul kolorujemy k majac do dyspozycji dwie
barwy (n > k > 1). Na ile sposobéw mozemy to uczynié¢?

Rozwigzujac ten problem dwoma réznymi sposobami pokazaé, ze zacho-
dzi nastepujaca zalezno$é kombinatoryczna:

6 (6 C- 0

Zadanie 3.17. Pokazaé¢, ze dla dowolnego n € N zachodzi nastepujaca
zaleznos$¢ kombinatoryczna:

1 2
13—1—23—1—...—1—713:(”; > )
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Zadanie 3.18. Udowodni¢, dla n > k£ > 1, kombinatorycznie nastepujace

tozsamosci (n € N):
Z k<Z> =n2" 1
k=0

n+1—k) = <";2>
k=

5 (oo

k=0
Zadanie 3.19. Pokaza¢ uzywajac argumentéw kombinatorycznych i alge-
braicznych, ze nastepujaca réwnosé zachodzi dla dowolnego n € N:

- (2n)! _(2n 2
2 P RP ()

Zadanie 3.20. Udowodnié tozsamosé

kz: k2 (Z) = n(n+1)2"2,

Zadanie 3.21. Uzywajac argumentéw kombinatorycznych udowodnié, ze
- n
> 2’f< ) = 3",
k=0 k

Zadanie 3.22. Poda¢ kombinatoryczne i algebraiczne uzasadnienie tozsa-

mosci:
2n n
=2 2
(3) =2(2)+

Zadanie 3.23. Udowodni¢ na dwa sposoby, uzywajac argumentéw kombi-
natorycznych i algebraicznych, wzor

() (") =

Zadanie 3.24. Udowodni¢ na dwa sposoby, uzywajac argumentéw kombi-

dla dowolnego n € N.

natorycznych i algebraicznych, wzoér

() =500
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Zadanie 3.25. Udowodni¢ na dwa sposoby, uzywajac argumentéw kombi-
natorycznych i algebraicznych, ze dla dowolnych 0 <k <n <m

m\ (n\ m m—k
n)\k) \m—-k)\n—-£k)
Zadanie 3.26. Pokazaé, zedlan>m >r >0
Zn: k _(n+1 B m
= \r S \r+1 r4+1)°
Zadanie 3.27. Pokaza¢, ze dla dowolnych n,m € N
" m4+k—-1 o n+k—1
()= (E )
k=1 k=1

Zadanie 3.28. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci n i k, dla ktorych
zachodzi rownosé (kf_l) =3(}).

Zadanie 3.29. Udowodni¢, ze

le n le
— < < —.
= \k) ="

Zadanie 3.30. Udowodnié, ze dla dowolnego n € N

@ - @ s (Ln%) N <(n721> T @

Zadanie 3.31. Udowodnié, ze dla dowolnego n € N
(a) (14 v2)" + (1 —+/2)" jest liczba calkowita parzysta,
(®) (1+v2)" — (1 —V2)" = b,V/2, gdzie b, € N.



Zaleznosci
rekurencyjne

Zadanie 4.1. Znalez¢ i udowodnié¢ wzér na wyraz ogélny ciagu, dla ktérego
zachodzi nastepujace réwnanie rekurencyjne

Qp = n2an—1
przy zalozeniu, ze a; = 1.

Zadanie 4.2. Kazdego roku pewna populacja krolikow podwaja sie. Jezeli
poczatkowo byto szesé krolikow, to ile ich bedzie po n latach?

Zadanie 4.3. Niech b, oznacza liczbe takich n-elementowych ciagéw bi-
narnych, ze zadne dwa po sobie nastepujace 0 nie sa dozwolone. Znalezé
zaleznos¢ rekurencyjna dla b,,.

Zadanie 4.4. Niech h(k,n) bedzie liczba rozsadzen w okreslonym porzadku
k pacjentéw w poczekalni, w ktorej jest n krzesel, tak aby zaden pacjent
nie siedzial bezposrednio obok drugiego. Znalez¢ zalezno$é rekurencyjng dla

h(k,n).

Zadanie 4.5. Niech p,, bedzie liczba podzialéw zbioru {1,2,...,n} na dwa
niepuste zbiory? Znalezé zaleznosé rekurencyjng dla p, i na jej podstawie
wyznaczy¢ wzor na liczbe takich podzialow.

Zadanie 4.6. Niech s, bedzie liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, wli-
czajac zbior pusty, ktére nie zawieraja sasiednich liczb? Znalezé zaleznosé
rekurencyjna dla s, i na jej podstawie wyznaczy¢ wzér na liczbe takich
podzbioréw.
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Zadanie 4.7. Przypusémy, ze dowolna nowourodzona para krolikéw ma
swoja pierwsza pare potomstwa po dwoch miesigcach, a pézniej juz co mie-
siac rodzi nowa pare. Zakladajac, ze zaczynamy od jednej pary, znalezé
zaleznos¢ rekurencyjng dla k,, - liczby par po n miesigcach.

Zadanie 4.8. Rozwigzaé¢ réwnania rekurencyjne:
(a) ap = 2ap—1 +3an—2, ag = a3 = 1.
(b) ap =2ap—1 — ap—2, ag = a3 = 2.
(c¢) Korzystajac z faktu, ze
(x -2+ 1)(z —3) = 2" — 6% + 927 + 4 — 12

podaé¢ wzor na wyraz ogélny ciagu, dla ktérego zachodzi nastepujace
rOwnanie rekurencyjne

ap = 6a,_1 — 9ay_9 — 4an,_3 + 12a,_4.

Zadanie 4.9. Stosujac rownanie charakterystyczne rozwiazaé zaleznosé re-

kurencyjna
ap = ap—1 + 6an_2

z warunkami poczatkowymi ag = 4, a1 = 4.

Zadanie 4.10. Rozwiaza¢ rownania rekurencyjne:
(a) an + 6an—1 4+ 9an—2 =3, a9 =0, a; = 1.
(b) anp =40, 1 —4ay_o+ 2", ag = a1 = 2.
(¢) ap = ap—1+7n, ag = 0.

Zadanie 4.11. Rozwiazaé¢ rownanie rekurencyjne
an + dap_1 + 6a, 9 = 3n2,
z warunkiem poczatkowym ag =1, a1 = 4.

Zadanie 4.12. Rozwiazaé¢ nastepujace liniowe réwnania rekurencyjne
(a) ant1 = 2a, — 1, gdzie ag = 3,
(b) an = 6a,—1 — 9a,—2, gdzie ag = 11 a; = 2,
(¢) an = 3an—1 + 3", gdzie ag = 2,
(d) an = an_1 +n?, gdzie ag = 0,
(€) an = 3an—1 — 4n, gdzie ag = 2,
(f) ap = bap—1 — 6a,_o, gdzie ay = 2,
(g) an = 3anp—1 + 3", gdzie ag =21ia; = 1.
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Zadanie 4.13. Znajdz rozwiazanie og6lne nastepujacych liniowych réwnan
rekurencyjnych

(a) Apy2 = 4an,

(b) an+2 + 4an+1 + 16a, = 0.

Zadanie 4.14. Dane jest réwnanie charakterystyczne
' —51% +62° + 42 —8=10

pewnego liniowego réwnania rekurencyjnego z warunkami poczatkowymi
ap=1,a1 = -9, aoc = —11i az = 2. Wyznaczy¢ a,,.

Zadanie 4.15. Rozwigzaé¢ réwnanie rekurencyjne

ap + 3ap—1 + 2an2 = f(n)a

Fn) = {1, dla n = 5,

gdzie

0, dlan # 5,
z warunkiem poczatkowym ag = a3 = 0.

Zadanie 4.16. Niech a, oznacza liczbe roztacznych czesci na jakie dziela
n-kat wypukly jego przekatne. Zaktadamy, ze zadne 3 przekatne nie przeci-
naja sie w jednym punkcie.

(a) Pokaz, ze

an:an_l+(n—1)(ng2)(n—3)+n_2 dlan >3

oraz ag = a1 = ag = 0.
(b) Wyznacz ay,.
Zadanie 4.17. Rozwigzaé¢ réwnanie rekurencyjne
NGy +Nap_1 — ap—q = 2"
z warunkiem poczatkowym ag = 3 456.
Zadanie 4.18. Rozwigzaé¢ réwnanie rekurencyjne
an = Nap_1 +n!

z warunkiem poczatkowym ag = 2.
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Zadanie 4.19. Znalez¢ warto$¢ wielomianu
wy(z) = 92° + 82t + T2 + 627 + 52 + 4
dla x = 7 korzystajac ze schematu Hornera.

Zadanie 4.20. Korzystajac z metody Newtona znalezé z dokladnoscia do
1079 pierwiastek réwnania
e =z

Zadanie 4.21. Udowodnié¢, ze dla liczb Fibonacciego spetnione sa tozsamo-
$ci

(a) i+ Fo+---+F,=F,40—1,

(b) Fi+ F3+ -+ Fap_1 = Foy,

(C) B+ Fy+- -+ Fyy=Fopq1 — 1,

(d) FE+ F3+ -+ F2 = F,Fppq.

Zadanie 4.22. Udowodni¢, ze liczby Fibonacciego spetniaja tozsamosé
Fot1Fn1 _FS = (_1)n7 (4'1)
znang, jako réwnos¢ Cassiniego.

Zadanie 4.23. Udowodni¢, ze dla liczb Lucasa spelnione sg réwnania
(a) Lo+Li+Lo+---+Ly=Lpio—1,
(b) Ly + L3+ L5 + -+ + Lopy1 = Lopyo — 2.



Aparat funkcji
tworzacych

Zadanie 5.1. Udowodnij, ze jezeli A(z) = > apz™ 1 B(z) = > bya™ sa
n=0 n=0

formalnymi szeregami potegowymi, to:
(a) (AB) =A'B+ AB,
(b) (A") =nA"" 1A' dlan € N,

(c) A" = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest stala (to znaczy, a, = 0 dla

n > 0).
o0
Zadanie 5.2. Niech A(z) = ) a,2" bedzie formalnym szeregiem potego-
n=0

wym, wowczas jego odwrotnoscig nazywamy taki szereg formalny A~!(x),
ze AA~! = 1. Udowodnij, ze A posiada odwrotnosé (jest odwracalny) wtedy
i tylko wtedy, gdy ag # 0.

Zadanie 5.3. Udowodnij, ze jezeli A(z) jest odwracalnym formalnym sze-
regiem potegowymi (patrz Zadanie 5.2), to:

(a) (A1) =—A'A2,

(b) (A = —nA " 1A' dlan €N,

© (=8 = 3 (F)A
k=0
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Zadanie 5.4. Znalez¢ funkcje tworzaca dla ciagu (ap )nen,, gdzie a,, oznacza
liczbe catkowitych rozwigzan réownania:

1+ To+x3+2T4="n
jezeli
(a) 0<21 <5, 0<22<3,2<23<8, 0<xy<4
(b) 2 < x; <8dlai=1,2,3,4 oraz x1 jest parzyste a xo nieparzyste.

Zadanie 5.5. Wyznacz funkcje tworzaca ciagu (an)nen,, gdzie ay, jest liczba
rozwigzan réwnania x; + x2 + - -+ + £ = n w dziedzinie liczb catkowitych
nieujemnych i nieparzystych.

Zadanie 5.6. Wykorzystujac aparat funkcji tworzacych wyznacz liczbe roz-
wigzan rOwnania
x1 + 22+ 23+ 24 = 12,

gdzie w1, w2, 3,74 > 0, 1,22 < 31 23,24 < 4.

Zadanie 5.7. Wyznacz funkcje tworzgca liczby mozliwych rozdzialow n
jabltek wérod pieciu osob, jezeli

(a) nie ma dodatkowych ograniczen,
(b) kazda osoba otrzyma co najmniej jedno jabtko.

Zadanie 5.8. Wyznaczy¢, korzystajac z aparatu funkcji tworzacych, ilosé
sposobow otrzymania lacznie 13 oczek, jezeli rzuca sie trzema kostkami jed-
noczesnie.

Zadanie 5.9. Rozpatrujac funkcje f(z) = (1 & x)?" wyznaczy¢
2 2 2 2 2
(@) )+ )"+ G+ 6+ + ()
2 2 2 2 2
) ) =)+ G =G+ + D)0
Zadanie 5.10. Sposrdd n + k osob, ktore chea kupi¢ lody po 1€, n oséb
posiada monete 1€ i k os6éb posiada monete 2€. Na ile sposobéw mozna

ustawi¢ te osoby w kolejke tak, aby sprzedawca zawsze mogt wydaé reszte
(zaktadamy, ze na poczatku sprzedawca nie mial zadnych monet)?

Zadanie 5.11. Ile jest najkrotszych drog na kracie n x n z punktu A (o
wspolrzednych (0,0)) do punktu B (o wspohrzednych (n,n)), ktore nie wy-
chodzg ponad przekatna AB?
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Zadanie 5.12. Ile jest mozliwych triangularyzacji (n + 2)-kata wypuklego
przy pomocy nieprzecinajacych sie przekatnych? Zadanie ten jest znane w li-
teraturze jako problem Fulera podziatu wielokgta.

Zadanie 5.13. Korzystajac z funkcji tworzacej znalezé na ile sposobéw mo-
zemy rozmienié¢ 50 zt na banknoty 20 i 10 zt oraz monety 5, 21 1 zt, jezeli nie
moze by¢ wiecej niz pie¢ ztotowek, wiecej niz pie¢ dwuztotéowek ani wiecej
niz pie¢ piecioztotowek.

Zadanie 5.14. Znalez¢ funkcje tworzaca dla ciagu (an)nen,, gdzie a,, ozna-
cza liczbe stow dlugosci n utozonych z liter A, B, C, w ktérych litera A
wystepuje co najmniej dwa razy.

Zadanie 5.15. Stosujac aparat funkcji tworzacych rozwiaza¢ rownanie re-
kurencyjne (??) z warunkiem poczatkowym a; = 1.

Zadanie 5.16. Stosujac aparat funkcji tworzacych rozwiaza¢ rownanie re-
kurencyjne (?7?) z warunkiem poczatkowym ag = 1.

Zadanie 5.17. Stosujac aparat funkcji tworzacych rozwiazaé rownanie Fi-
bonacciego (?7?) z warunkami poczatkowymi ag = a3 = 1.

Zadanie 5.18. Stosujac aparat funkcji tworzacych rozwiaza¢ uktad réwnan
rekurencyjnych

ap = 3anp—1 + 2by,—1
bn = ap—1+bp-1

z warunkami poczatkowymi ag = bg = 1.






Algebry Boole'a

Zadanie 6.1. Niech n € N bedzie iloczynem réznych liczb pierwszych oraz
niech D(n) bedzie zbiorem wszystkich dodatnich dzielnikow n. Pokazaé, ze
jezeli zdefiniujemy U jako ,najmniejsza wspolng wielokrotnos¢” a M jako
,hajwiekszy wspolny dzielnik” to zbior D(n) jest algebra Boole’a.

Zadanie 6.2. Udowodni¢, ze nie istnieje trojelementowa algebra Boole’a.

Zadanie 6.3. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw a, b i ¢ algebry
Boole’a zachodzi
(a) a C b wtedy i tylko wtedy, gdy b’ C o/,
(byaCcibCcto(alb)Ce,
(c)aCbtoaZV (dlaa#0).

Zadanie 6.4. Udowodni¢, ze dla dowolnej skoriczonej algebry Boole’a B =
(B,,1,”,0,1) spelione jest nastepujace prawo

jezeli (zUa=zUb i 2’Ua=2"Ub), to a=0b.

Zadanie 6.5. Udowodni¢, ze dla dowolnej skoriczonej algebry Boole’a B =
(B,U,M,",0,1) prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia:
(a) jezeliz € Biz C 0, to z =0,
(b) jezeliye Bi1Cy, toy =1,
(c)jezeliz,ye B,z CyizCy, tox=0.

Zadanie 6.6. Udowodni¢, ze w kazdej skoniczonej algebrze Boole’a B =
(B,,1,”,0,1) jest spelnione

vV (zUy) C 2z wtedy i tylko wtedy, gdy x C 2z i y C z.
z,y,2€B
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Zadanie 6.7. Pokazaé¢ izomorfizm klasycznego rachunku zdan z algebra
P(A), dla pewnego zbioru A.

Zadanie 6.8. Znalez¢ atomy oraz zdefiniowaé relacje C dla algebry Boole’a
z Zadania 6.1.

Zadanie 6.9. Udowodnij, ze dla dowolnej algebry Boole’a B = (B, J,11,,0,1)
spelnione jest prawo modularne, tzn, ze Va,b € B takiego, ze a C ¢ zachodzi

al(fe)=(alUb)Me.

Zadanie 6.10. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw a, b i ¢ algebry
Boole’a zachodzi

(aub)N(aut)=a i (anb)U(ant)=a.

Zadanie 6.11. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw a, b i ¢ algebry
Boole’a zachodzi

(aub)N(a'Uc)=(aNe)U(ad'Mb) i (aMb)U(a'Mec)= (alc)M(a’ Ub).

Zadanie 6.12. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw a i b algebry Boole’a
zachodzi

aldb=1» wtedy i tylko wtedy, gdy allb=a.

Zadanie 6.13. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw a i b algebry Boole’a
zachodzi
(aMb)Eal (albd)

i w konsekwencji 0 C a C 1.

Zadanie 6.14. Udowodnij, ze element a algebry Boole’a jest atomem wtedy
i tylko wtedy, gdy

a=>bUc implikuje,ze b=a lub c=a.

Zadanie 6.15. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw a, b i ¢ algebry
Boole’a zachodzi

aCb  implikuje, ze (@aMe) T (bMe),

aCb implikuje, ze (aUec) C (bUc).
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Zadanie 6.16. Niech B bedzie zbiorem sktadajacym sie ze zbioru pustego
oraz wszystkich skonczonych sum przedzialow postaci [a,b), gdzie 0 < a <
b < 1. Zdefiniujmy dla kazdego a € B jego dopelnienie przez o' = [0,1) \ a.

(a) Udowodnij, ze (B,U,N,’,&,[0,1)) jest nieskonczona algebra Boole’a.

(b) Udowodnij, ze powyzej zdefiniowana algebra Boole’a nie posiada zad-
nego atomu.

Zadanie 6.17. Rozpatrzmy obwod logiczny przedstawiony na rysunku obok.

(a) Znajdz funkcje logiczna,
ktorg ten obwod realizuje.

(b) Znajdz prostszy obwod D —d
kombinatoryczny, ktory te sa- q —
mg funkcje realizuje przy po-
mocy mniejszej ilosci bramek.

Zadanie 6.18. Zbuduj uktady logiczne rownowazne bramkom ,i”, ,lub” oraz
,hie”
(a) wykorzystujac jedynie bramki ,nand”,

(b) wykorzystujac jedynie bramki ,nor”.

Zadanie 6.19. Niech f,g : B> — B beda dwiema funkcjami boolowskimi
zdefiniowanymi przez

F=Y m1,2472) i g=)Y m(0,1,23,16,25y,2).

Wiedzac, ze f < g okresli¢ z, y i z.

Zadanie 6.20. Niech f,g : B* — B beda dwiema funkcjami boolowskimi
zdefiniowanymi przez

F=Y m2468) i g=> m(1,23,4,56,78,9,11,13,15).
Zmajdz funkcje boolowska h taka, ze f = gh.

Zadanie 6.21. Uzywajac tablic Karnaugha zminimalizuj nastepujace funk-
cje boolowskie
(a) f=>_m(0,1,2,9,11,12,13,27,28,29),
(b) f =3 m(4,5,10,11,15, 18, 20, 24, 26, 30, 31, [9, 12, 14, 16, 19, 21, 25]),
(¢) f=(@Vvtvevd)(avbdVvdVvd)V(avbVeVvd)(ad Vb)(aVd).
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Zadanie 6.22. Zbudowaé uktad logiczny z trzema wejsciami taki, ze wyjscie
jest réowne 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

(
(

a) wszystkie trzy wejscia sg rowne,

b

liczba wej$¢ rownych 1 jest wieksza niz liczba wejsé réwnych 0,

)
)
(c) istnieja wejscia o réznych wartosciach,

(d) liczba jedynek na wejsciu jest parzysta (ten obwdd znany jest jako
generator bitu parzystosci).

Zadanie 6.23. Zdefiniowa¢ obwdd logiczny demultiplexera, tj. obwdd na
wejsciu ktorego jest jeden bit danych oraz (binarny) adres wyjscia, a na
wyjsciu bit wejscia kopiowany jest na wyjscie o zadanym adresie (pozostalte
wyjscia sa rowne 0). Zaktadamy, ze adres jest dwubitowy (z mozliwymi ad-
resami 0,1,2 1 3).

Zadanie 6.24. Zdefiniowa¢ nastepujace obwody logiczne:

(a) Obwod z dwoma wejsciami a i b i trzema wyjSciami. Pierwsze wyjscie
jest rowne jeden 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a < b, drugie wyjscie jest
rowne jeden 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a > b i trzecie wyjscie jest
rowne jeden 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

(b) Obwod ktoéry poréwnuje dwie liczby czterobitowe (uzywajac obwodu
z poprzedniego punktu jako czarng skrzynke).

Zadanie 6.25. Zdefiniowaé¢ obwod logiczny, ktéry na wyjsciu ma wartosé 1
wtedy 1 tylko wtedy, gdy czterobitowa liczba na wejsciu jest podzielna przez:
(a) 3,
(b) 5.

Zadanie 6.26. Udowodnij, ze nastepujace wyrazenia logiczne sg réwno-
wazne:

() (pAg)=rip=(qg=r),

(b) (pAQVri(VvgAn(pVr),

() (pva)Ari(pAgV(pAr).



